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Die Warteschlangentheorie, auch Bedienungstheo-
rie penannt, ist ein Teilgebiet der Wahrschein-
lichkeitsrechnung, welches sich mit der Modellie-
rung und Analvse von sogenannten Bedienungs-
systemen beschiftigt. Beispiele fiir Bedienungssy-
steme sind Telefonzentralen, Fertigungsprozesse,
Reparaturwerkstitten, Liden, Krankenhiiuser, Ha-
fen, u.v.a.m..

Ein solches System besteht aus einer gewissen
Zahl von Bedienungseinheiten, auch Server pge-
nannt, (Apparate, Leitungen, Maschinen, Gerite,
Kassen, Arzte, Ankerpliatze usw.), und sogenann-
ten Forderungen (Auftrige, Fertigungslose, Kun-
den, Patienten, Schiffe usw.), die bedient’ werden
wollen, bzw. in der Warteschlange® stehen.

Die Forderungen treffen nacheinander oder in
Gruppen zu gewissen zufillipen Zeitpunkten ein

und bilden den sogenannten Forderungsstrom. Die
zufilligen Zeitabstinde zwischen zwei Forderungen
heifien Zwischenankunfts- bzw. Pausenzeiten. Die
Bedienung einer Forderung dauert ebenfalls eine
zufillige Bedienzeit. Danach wird der Bedienappa-
rat wieder frei zur Bedienung einer anderen Forde-
rung.



Die Bedienungssysteme werden wesentlich durch
die ftir Pausen- und Bedienzeiten verwendeten Ver-
teilungen charakterisiert. Jedes Bedienungssystem
hat dariiber hinaus eine bestimmte Bedienorgani-
sation, die die Behandlung der Forderung durch das
Swvstem charakterisiert. Solche Charakteristika von
Bedienungssystemen sind u. a.:

1. Die Verlustart: Man unterscheidet reine Warte-,
reine Verlust-, und gemischte Warteverlustsy-
steme. (Eine Telefonzentrale beispielsweise ist
dann ein reines Verlustsystem, wenn eintref-
fende Anrufer das Besetztzeichen horen, wenn
die Leitung besetzt ist).

2. Die Aufnahmekapazitat der Warteschlange: In
reinen Wartesystemen ist diese unendlich grofl;
bei Warte-Verlustsystemen ist sie beschrinkt.

3. Die Warteschlangendisziplin, d. h. Regeln, nach
welchen ein Kunde aus der Warteschlange aus-
gewithlt wird. Man unterscheidet zum Beispiel
zwischen FIFO (first-in-first-out, d. h. wer zu-
erst kommt, wird zuerst bedient), LIFO (last-in-
first-out, d. h. wer zuletzt kommt, wird zuerst be-
dient), und verschiedenen Priorititsregeln.

4. Die Zuginglichkeit der Apparate: Es wird festge-
legt, wieviele Aparate den Kunden bedienen, und

ob die Apparate unabhingig voneinander arbei-
ten oder nicht.
Zur Kennzeichnung wesentlicher Charakteristika
von Bedienungssystemen wird i. allg. die A Kendall-
Svmbolik verwendet.



Da die Zwischenankunfts- und Bedienzeiten zu-
fallig sind, sind es auch die interessierenden Kenn-
groflen eines Systems, wie der sich in jedem Zeit-
punkt ergebende Systemzustand und Grofien zur
Charakterisierung des Schicksals der Forderungen,
wie Warte- und Verweilzeiten.

Grundaufgabe der Warteschlangentheorie ist es,
filr ein Bedienungssystem aus den pgepebenen
Charakteristika, insbesondere den Pausen- und Be-
dienzeitverteilungen, verschiedene wichtige Kenn-
grofben des Systems und der Forderungen zu be-
rechnen oder zu schitzen.

Im einzelnen werden zum Beispiel Kenngrofien
der folgenden Art bestimmit:

1. Die Wahrscheinlichkeit, daff eine eintreffende
Forderung verloren peht, (z.B. weil die Warte-
schlange voll ist).

2. Die Wahrscheinlichkeit, daf’ eine eintreffende
Forderung warten mufl.

3. Die Verteilungsfunktion bzw. der Erwartungs-
wert der zufallipen Wartezeit.

4. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung bzw. der Er-
wartungswert der Warteschlangenlange.

5. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Anzahl
belegter Bedienungsgerite im System.

6. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl ein Bedie-
nungsgerit belept ist (Auslastung des Geriites).

7. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Ge-
samtzahl der Forderungen im System.



Die mathematischen Methoden zur Berechnung
der Kenngrofien hingen vom Typ des Bedienungs-
systems ab. Sind simtliche Pausenzeiten unabhin-
gig und exponentialverteilt mit konstantem Para-
meter, und gilt das gleiche fiir die Bedienzeiten,
so ist der zufillige Prozefl der Anzahl der For-
derungen im Svstem zur Zeit ¢ eine homogene
AMarkow-Kette. Solche Bedienungssysteme wer-
den auch Markowsche Systeme genannt. Diese sind
sehr put untersucht worden. Die Bestimmung der
zeitabhiingigen Kenngrofien bzw. Zustandswahr-
scheinlichkeiten fihrt zur Aufstellung und Losung
von Systemen von Differentialgleichungen.

Meist wird das Bedienungssystem im soge-
nannten eingeschwungenen, stationidren Zustand
(auch Gleichgewichtszustand genannt) betrachtet,
in dem man annimmt, dafi sich die Charakteri-
stika des Bedienungssystems im Ablauf der Zeit
nicht mehr dndern. Dann sind auch die o.g. Wahr-
scheinlichkeiten fiir die Zustinde des Bedienungs-
svtems nicht mehr zeitabhiingig. Diese bilden die
stationiren Zustandswahrscheinlichkeiten. Das Sy-
stem von Differentialgleichungen zu ihrer Bestim-
mung geht dann tiber in ein System linearer alge-
braischer Gleichungen, das relativ leicht losbar ist.

Andererseits werden die Kenngrofen des Sy-
stems nicht fiir jeden beliebigen Zeitpunkt, sondern
fiir den Grenzfall t — oo bestimmt. Antwort auf
die Frage nach der Existenz entsprechender Grenz-

werte peben die sogenannten Astatistischen Erpo-
densatze.



werte geben die sogenannten Astatistischen Ergo-
densitze.

Besitzen nicht samtliche Pausen- und Bedien-
zeiten eine Exponentialverteilung, sondern auch
Erlang- oder Hypererlangverteilungen, ktinnen auf
der Basis der A Erlangschen Phasenmethode eben-
falls Markow-Ketten zur Analvse des Systems her-
angezogen werden. Bei beliebigen Verteilungen
lassen sich auf der Basis dieser Methode noch ap-
proximative Aussagen fiir die Kenngrofien gewin-
nen.

Betrachtet man Systeme mit anderen Systemzu-
stinden, z. B. mit Ausfall- und Reparaturzeiten, so
erfordert das die Einfiihrung anderer Prozesse, wie
z.B. Erneuerungs- oder Punktprozesse. Aus die-
ser Aufgabenstellung heraus hat sich die A Erneue-
rungstheorie gebildet.

Schliefilich ist es oft wichtig, Kenngrisflen von
Bedienungssystemen nicht in beliebigen Zeitpunk-
ten, sondern in besonders interessierenden, soge-
nannten eingebetteten Zeitpunkten, zu bestimmen.
Man hat es dann mit den A eingebetteten stochasti-
schen Prozessen zu tun. Eine interessante Aufgabe
der Warteschlangentheorie besteht dann darin, Me-
thoden zur Herleitung von Beziehungen zwischen
stationdren Charakteristika bzw. Kenngroflen in
eingebetteten und beliebigen Zeitpunkten zu ent-
wickeln.

Sehr komplexe Systeme lassen sich nur unzu-
reichend durch Bedienungsmodelle beschreiben.
Mit der Entwicklung der Computer- und Software-
technik geht man dazu tiber, parallel zur Beschrei-



bung durch bedienungstheoretische Modelle das
Verhalten der Forderungen in solchen Systeme zu
simulieren und die o.g. Kenngroflen auf der Ba-
sis mehrerer Simulationslaufe zu schitzen. Stati-
stische Fragestellungen sind dann wieder die nach
der Giite solcher Schiatzungen. In den letzten Jah-
ren sind komfortable Simulationssprachen zur Si-
mulation paralleler Ablaufe in Bedienungssystemen
entwickelt worden.

Die Hauptanwendung von Methoden der Warte-
schlangentheorie und der Simulation von Bedie-
nungssystemen ist die Optimierung von Fertigungs-
abliufen. Hier geht es zum Beispiel um folgende
Fragen:

(a) Wieviele Maschinen eines bestimmten Typs
werden bentitigt, um eine unverziigliche Bearbei-
tung der Teile zu gewihrleisten? Sind es zu wenige,
bilden sich Warteschlangen, und damit Zeitverzi-
gerungen, die zu finanziellen Verlusten fithren kin-
nen. Sind es zu viele, so kommt es zu einer tiberma-
fiigen Ausweitung von Stillstandszeiten und damit
ebenfalls zu finanziellen Verlusten.

(b) Wieviele lokale und zentrale Lagerplatze mufl
man in der Fertigungshalle hoichstens einrichten,
um die wartenden Auftriage zwischenzulagern?

(¢) Welche Mischung von Produkten ist in das
Fertigungssystem einzuschleusen, so dafl die Aus-
lastung der Maschinen gleichmaiidig hoch ist?

(d) Welche Warteschlangendisziplin wirkt sich
am giinstigsten auf die Verweilzeit der Lose im Sy-
stem aus? Ist beispielsweise die Regel, aus der War-
teschlange das Los mit der kiirzesten Bearbeitungs-



zeit (KOZ-Kiirzeste Operationszeitregel) zuerst zu
entnehmen besser als die sogenannte Liefertermin-
regel (LT), die besagt, dasjenige Los zu entneh-
men, das die kiirzeste noch verbleibende Zeit bis
zur Auslieferung hat?®

Literatur
[1] Gnedenko, B.W.; Konig, D.: Handbuch der Bedienungs-

theorie Bd. 1 und 2. Akademie-Verlag Berlin, 1983/54.
|2] Gnedenko, B. V.; Kovalenko, 1. N.: Introduction to queu-
eing theory (2nd ed.). Birkh#user-Verlag Boston, 1989
[3] Kleinrock, L. Queuing Systems, Theory, VolI & II. John

Wiley New York, 1973.
[4] Ktmig, D.; Stoyan D.: Methoden der Bedienungstheorie.
Vieweg-Verlag Braunschweig, 1976.



	wartesch-theo1
	wartesch-theo2
	wartesch-theo3
	wartesch-theo4
	wartesch-theo5
	wartesch-theo6
	wartesch-theo7

